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Toute réponse non justifiée sera considérée comme vide. A linverse, tout raisonnement, méme non
abouti, sera valorisé. Toute question mon traitée pourra étre admise pour usage ultérieur. L’usage de
calculatrice ou de tout document (hors du présent sujet) est interdit.

Ce sujet comporte 2 pages.

¢ Exercice : une formule d’inversion

1. (a) Soit n € N. Calculer

k=0

(b) Soient k,¢,n € N tels que ¢ < k < n. Comparer

B ()« ()G

2. Soit (x,,),, une suite de réels. On pose

(K
Vk € N, ykz<€)xe-

£=0

Montrer que

¢ Probléme : sous—groupes de R et Z

Dans toute la suite, la notation A désignera un ensemble égal & R ou Z. On dira qu’un ensemble G est un
sous—groupe de A si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(SG1) GCA;
(SG2) 0€G;
(SG3) Vz,y € G,z —y € G,

On dira également qu’un sous groupe G de R est dense dans R si pour tous z,y € R tels que z < y,

GNlz, y[# 0.

-

1. Pour chacun des ensembles suivants, justifier s’ils sont ou non des sous—groupes de Z :
N, {0}, Z.

2. Pour chacun des ensembles suivants, justifier s’ils sont ou non des sous—groupes de R :
Q, {0}, R4, R.

3. Soient G et G2 deux sous—groupes de A. Démontrer que dans ce cas G; N G5 est un sous—
groupe de A.

e

(a) Soit a € A. Démontrer que 'ensemble aZ = {ak |k € Z} est un sous—groupe de A.
(b) Soient G; et G5 deux sous—groupes de A. Que dire de G; U Gy ?
5. Soit G un sous—groupe de A et soit g € G. Démontrer qu’alors gZ C G.
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On fize dans toute cette partie un sous—groupe G de Z différent de {0}.
1. Démontrer que ’ensemble G N N* admet un plus petit élément, que I’on noteras ng.
2. (a) Soit n € G; justifier qu’il existe un couple (q,7) € Z? tel que n = gng+7 et 0 < 7 < ng.
(b) En déduire que G C ngZ.

3. Faire la synthése de cette partie en démontrant le résultat suivant.
Proposition 1.
Soit G un sous—groupe de Z. Alors il existe ng € N tel que G = ngZ.

—III —

On fize dans toute cette partie un sous—groupe G de R différent de {0}.
1. Justifier que I'ensemble G' N R% admet une borne inférieure a € R,..
2. Dans cette question, on suppose a > 0.
(a) Commengons par supposer que a ¢ G.
i. Démontrer qu’il existe b € G NRY tel que a < b < 2a.
ii. En déduire qu'’il existe c € GNRY tel que 0 <b—c < a.

iii. Conclure en utilisant la question précédente que a € G et que aZ C G.

(b) On se fixe dans cette question un élément g € G et on pose n = {QJ

a
i. Démontrer que 0 < g — na < a.

ii. En déduire que g = na.
(c¢) Déduire de ce qui précéde que (a > 0) = (G = aZ).
3. Dans cette question, on suppose a = 0.
(a) Fixons z,y € R tels que = < y.
i. Démontrer qu’il existe g € GNRY tel que 0 < g <y — 2.
x
ii. Posons n = {J + 1. Montrer que ng €]z, y|.
g
(b) Déduire de ce qui précede que (a = 0) = (G est dense dans R).
4. Faire la synthese de cette partie en démontrant le résultat suivant.

Proposition 2.
Soit G un sous—groupe de R. Alors :

e soit il existe a € Ry tel que G = aZ;

e soit G est dense dans R.
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