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Toute réponse non justifiée sera considérée comme vide. À l’inverse, tout raisonnement, même non
abouti, sera valorisé. Toute question non traitée pourra être admise pour usage ultérieur. L’usage de
calculatrice ou de tout document (hors du présent sujet) est interdit.

Ce sujet comporte 3 pages.

♦ Exercice CCINP
1. On pose g : x 7→ e2x et h : x 7→ 1

1+x . Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre
k des fonctions g et h sur leurs ensembles de définitions respectifs.

2. On pose f : x 7→ e2x

1+x . En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée nième d’un
produit de fonctions, déterminer, pour tout entier naturel n et pour tout x ∈ R\{−1}, la
valeur de f (n)(x).

3. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

♦ Problème : intégrales de Wallis et formule de Stirling
L’objectif de ce problème est de démontrer le théorème suivant, du à Abraham de Moivre et James Stirling.

Théorème 1.

On a l’équivalent suivant lorsque n tend vers l’infini :

n! ∼
(n
e

)n √
2πn .

La partie II a pour vocation de démontrer un lemme qui sera utilisé en partie III et est indépendante des
deux autres.

– I –
Dans toute la suite et pour n ≥ 0, on appelle n–ième intégrale de Wallis la quantité

Wn =

∫ π
2

0

cos(x)ndx .

1. (a) Calculer W0 et W1.
(b) Démontrer, à l’aide d’un changement de variable, que pour tout n ≥ 0 on a

Wn =

∫ π
2

0

sin(x)ndx .

2. On rappelle que si f est une fonction continue et positive sur un segment [a, b] on a :∫ b

a

f(x)dx ≥ 0 .

(a) Vérifier que la suite (Wn)n est décroissante.
(b) Démontrer que la suite (Wn)n converge vers un élément de R+.

3. (a) Démontrer, à l’aide d’une intégration par parties, que :

∀n ≥ 0, Wn+2 =

(
n+ 1

n+ 2

)
Wn .
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(b) En déduire que, pour tout p ≥ 0 :

W2p =
(2p)!

22p(p!)2
π

2
et W2p+1 =

22p(p!)2

(2p+ 1)!
.

(c) Montrer que, pour tout n ≥ 0 :

WnWn+1 =
π

2(n+ 1)
.

4. (a) Démontrer que pour tout n ≥ 0 on a :

1− 1

n+ 2
≤ Wn+1

Wn
≤ 1 .

(b) En déduire que Wn ∼ Wn+1.
(c) Donner un exemple de suite réelle (un)n telle que un ̸∼ un+1.

5. (a) Démontrer que Wn ∼
√

π
2n .

(b) En déduire la limite éventuelle de la suite (Wn)n.

– II –
On rappelle le résultat suivant, appelé formule de Chasles : si f est une fonction continue sur un segment
[a, b] et que c ∈ [a, b] alors ∫ c

a

f(t)dt+

∫ b

c

f(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt .

1. Démontrer que si x1 < x2 < . . . < xn sont n points distincts d’un segment [a, b] et si
f ∈ C 0([a, b]) alors on a : ∫ xn

x1

f(t)dt =

n−1∑
i=1

∫ xi+1

xi

f(t)dt .

2. Dans cette question, on pose pour N ≥ 1

uN =

N∑
n=1

1

n2
.

(a) Démontrer que la suite (uN )N est croissante.
(b) À l’aide de la méthode des rectangles (souvenir de terminale, faire un dessin. . .), démontrer

que pour tout n ∈ N∗

1

(n+ 1)2
≤

∫ n+1

n

dt

t2
.

(c) En déduire que la suite (uN )N est convergente.
3. On fixe dans cette question deux suites réelles (an)n et (bn)n telles que

• an = O(bn) ;
• ∀n ≥ 0, an > 0 et bn > 0.

On pose également, pour N ≥ 1

AN =

N∑
n=1

an et BN =

N∑
n=1

bn .

(a) Démontrer que les suites (AN )N et (BN )N sont croissantes.
(b) Justifier qu’il existe un entier K ≥ 1 et un réel C > 0 tels que pour tout n ≥ K on ait

an ≤ Cbn.
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(c) En déduire si la suite (BN )N converge, alors il en est de même pour (AN )N .

– III –
On considère dans cette partie les suites (un)n et (vn)n définies comme suit :

∀n ≥ 1, un =
n!en

nn
√
n

et ∀n ≥ 2, vn = ln(un)− ln(un−1) .

1. (a) Démontrer que, pour tout n ≥ 2 :

vn = 1 +

(
n− 1

2

)
ln

(
1− 1

n

)
.

(b) En déduire un développement asymptotique à l’ordre 1
n2 de vn lorsque n → ∞.

(c) Justifier que vn = O
(

1
n2

)
.

2. (a) En utilisant un résultat de la partie II, démontrer que la suite de terme général VN =
N∑

n=2
vn

est convergente.
(b) Montrer que les suites (vn)n et (un)n convergent.
(c) En déduire qu’il existe un nombre réel κ tel que :

n! ∼ κ
(n
e

)n √
n .

3. (a) Démontrer en utilisant l’équivalent ci–dessus que W2p ∼ π
κ
√
2p

lorsque p → ∞.

(b) En comparant cet équivalent à celui obtenu en fin de partie I, en déduire que κ =
√
2π.
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