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NOMBRES REELS

1
1. Soient a,b € Ry. Montrer que va + b < \/a + V/b.

2. Soient z,y € R; démontrer que \/|z — y| > [v/|z] — /|yl]-
3. Montrer que v/2 ¢ Q.
—II -

1. Déterminer la borne supérieure, si elle existe, de ’ensemble

A_{l—xl?)me[l,oo[}.

2. Soient A, B deux parties non vides de R telles que B C A. Montrer, en justifiant I’existence
des quantités concernées, que :
inf(A) < inf(B) < sup(B) < sup(4) .
3. Soient A et B deux parties non vides et bornées de R telles que
V(z,y) EAx B, xz<y.

Que dire des quantités inf(B) et sup(A) 7
4. Soient A, B deux parties non vides et majorées de R. On pose

A+B={z+y|(z,y) € Ax B}.

Démontrer que A+ B admet une borne supérieure vérifiant sup(A + B) = sup(A) +sup(B).
5. Soient a,b € RY tels que a < b; étudier les éventuelles bornes supérieure et inférieure de

I’ensemble
A= {x x,y € [a,b]} .
Y

6. Soit f:]0,1] — [0,1] une fonction croissante. On pose

A={ze[0,1]|z < f(x)}.

(a) Démontrer que pour tout z € A on a également f(x) € A.
(b) Montrer que A admet une borne supérieure a et que f(a) > a.
(c¢) En déduire que f(a) = a.

7. Soit A une partie non vide et bornée de R. On pose

B={lz—y||z,y € A}.

(a) Démontrer que B est non vide et bornée.
(b) Montrer que B admet un plus petit élément, dont on donnera la valeur.

(c) Démontrer que B admet une borne supérieure vérifiant sup(B) = sup(A) — inf(A).

—III —

1. Soit z € R; étudier la quantité |x| + |—z].
2. On considére la fonction suivante :
fTR—=R
x|z — |z .

(a) Tracer l'allure du graphe de f sur [—3,3].
(b) Déterminer f~1({0}).
(c) Démontrer que Vz € R, f(x + 1) = f(x).
(d) Démontrer que sup(f(R)) = 1.
3. Soient z,y € R; démontrer que |x| + |z +y| + |y] < [22] + |2y].
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