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POLYNOMES

» Arithmétique sur les polyndémes

1. Soit n > 2. Effectuer la division euclidienne de A par B dans K[X], lorsque :
(a) A=X*+X>-X+4+1,B=X-1; (e) A=X"T2 L X"t _ X" B=X%_2X+1;
b)) A=X*-3X34+4X?> -1, B=X>+X +1; (f) A=(X-=-3"4+(X-2)"-2, B= (X —2)?%;
() A=X°+X"-X34+X-1,B=X*+X%+2; (g A=X",B=X-1
(d) A=X3T2 4 X3+ L X3 B= X2+ X +1;

2. Soit P = X6 —2X% —8X* —22X3 — 53X? — 56X — 20.
(a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X2 + 1.
(b) Calculer P(i).
3. Soit P € K[X].
(a) Démontrer que P — X divise P¥ — X* pour tout k > 1.
(b) En déduire que P — X divise Po P — P.
(¢) Conclure en démontrant que P — X divise Po P — X.
4. Déterminer le pged des polynomes X°® 4+ X3 + X2 + 1 et 2X3 4 1.

(a) Soient a,b € C tels que a # b et soit P € C[X]. Déterminer le reste de la division
euclidienne de P par (X —a)(X —b).

(b) Soit ¢ € R. Déterminer le reste de la division euclidienne de (cosp + X sin )™ par
X241

» Racines

1. Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que Vz € C, P(z) = Z.

2. Soit I un intervalle de R non vide, non réduit a un point et f, g deux fonctions polynomiales
telles que Vx € I, f(x)g(z) = 0. Démontrer que f = 0 ou g = 0. Ce résultat s’applique—t—il
aux fonctions non polynomiales ?

3. Résoudre dans C les systémes suivants :

TH+y+=2 =1
r+y = 3 22 +y?+22 = 9
@ {20
1 1 1
S4s4s =1
r Yy z

4. Soit P € K[X] tel que P(0) =0 et P(X?+1) = P? + 1.
(a) On considére la suite définie par récurrence par ug = 0 et u, 41 = u2 + 1 pour n > 0.
Démontrer que, pour tout n € N, P(uy) = uy.

(b) Que peut—on en déduire sur le polynéme P ?

5. Soient n,p € N*. Démontrer que :
(X" —1)A(XP-1)=X""P 1.

6. Soient z,y, z trois complexes non nuls tels que  +y+ 2z =0 et — + — + — = 0. Montrer que
x Yy oz

|z = |y| = |2|.
7. Soit n € N. Le polynome

n Xk
k=0

posséde-t-il une racine multiple 7
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Dérivation

1. Résoudre dans C[X] I'équation P(3X) = P’ +5P".
. Déterminer tous les polyndomes P € K[X] tels que P(1) = 1, P/(1) = 0, P"(1) = 3 et

P™) (1) = 0 pour n > 3.

. Démontrer que pour tout n € N*, (X — 1)3 divise le polynome

P,=nX""? - (n+2)X"" + (n+2)X —n.

. Déterminer tous les polynomes P € R[X] tels que

k+1
VkEZ,/ Pt)dt =k +1.
k

. Soit P € K[X]. Démontrer que

“+o0
1
P(X+1)=)_ EP(") .
n=0

. Déterminer tous les polyndémes divisibles par leur polynéme dérivé.

7. Soit P € R[X] un polynome scindé de degré n > 2. Démontrer que P’ est scindé.

Polynoémes irréductibles

. Décomposer en produit de facteurs irréductibles sur R les polyndémes suivants :

(a) X3+1; f) X*-X2-12;
(b) X®8+1; (g) XS+1;
() X*+41; (h) X6 —1;

d) X84+X441; (1) Xt _1(n>1);
() X*+X?2+1; (j) 1+X34+XC+ X9

. On pose :

P=X+X"+3X"+2X°+3X*+ X +1.
(a) Verifier que ¢ est racine multiple de P.

(b) En déduire la décomposition de P sur R.

. Démontrer que X2 + X + 1 divise X® + X% + 1 dans C[X].
. Quelle est la décomposition en produit d’irréductibles de X8 — 1 dans R[X]?
. Soient § € R et n € N*. Décomposer en produit de polynémes irréductibles dans C[X], puis

dans R[X] le polynome :
P=X?"—2X"cos(nf) + 1.

Approfondissements

. On dit qu’un sous—groupe de K[X] en est un idéal si VP € K[X],VQ € I, PQ € I.

(a) Démontrer que pour tout A € K[X], AK[X] = {AP| P € K[X]} est un idéal de K[X].
(b) On fixe dans cette question un idéal I de K[X] différent de {0}.

i. Justifier I'existence de » = min{deg P | P € I \ {0}}.

ii. Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire U € I de degré r.

ili. Démontrer que I = UK[X].

. Soit (P, Q) € Z[X]? tel que P A Q = 1. Pour n € N, on pose u,, = P(n) A Q(n). Montrer que

la suite (uy),, est périodique.

3. Une somme de Newton. Soient a,b et c les racines complexes du polynéme P = X3 — 2X 4 5.

(a) Calculer S = a* + b* + c*.

(b) Trouver un polynéme de degré trois a coefficients entiers dont a2, b% et ¢? sont les racines.
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4. (a) Soit n € N*. Factoriser sur C le polynéme P, = X"~ 1 + X2 4 ... + X +1.
(b) En déduire une expression simple de

n—1

. (km
A, = kl;[l sin ( " ) .
(¢) Donner une expression simple de
B, = ﬁ sin (lm + 0)
t k=0 n .

(d) On pose w = e+ . Calculer

n—1
C,= H H(wk—we) .
k=0 ¢#£k

5. Soient a,b € R% . Déterminer les entiers n € N tels que X? — (a? +b?) divise X?" — (a™ +b")2.

6. (a) Soit P € Q[X] un polynéme irréductible. Démontrer que P n’admet pas de racine double

dans C.
(b) Soit P € Q[X] un polynéme de degré 5 admettant une racine multiple dans C. Démon-

trer que P admet une racine dans Q.
7. Soient P,Q deux polynomes unitaires de R[X] & coefficients dans R tels que :

n—1
PQ=>_ Xx*.
k=0

(a) Donner un exemple non trivial de telle décomposition.

(b) Démontrer que les coefficients de P et @ sont dans {0,1}.

» Exercices CCINP
1. Soient n € N*, P € R, [X] et a € R.
(a) Enoncer, sans démonstration, la formule de Taylor.

(b) Soit r € N*. En déduire que :
a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et seulement si P(")(a) # 0 et

Vk € [0,r — 1] , P®)(a) = 0.
2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X°+aX24+bX

et factoriser alors ce polynéme dans R [X].

Soient ag, a1, - ,a, mn+ 1 réels deux a deux distincts.
1. Montrer que si bg, b1, -+ ,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique

polynéme P vérifiant
degP <n et Vie{0,---,n} P(a;) =b;.

2. Soit k € [0,n].
Expliciter ce polynéme P, que ’on notera Ly, lorsque :

. | Osii#k
Vi e[o,...,n] bi_{ Lsiiek

3. Prouver que Vp € [0,...,n] , ZaiLk — XP,
k=0
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