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Déterminant

Dans toute la suite, K désigne R ou C et n est un entier fixé dans N∗.

▶ Groupe symétrique
1. Décomposer les permutations suivantes en produit de cycles de supports disjoints, puis en

produit de transpositions :

(a)
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7 6 9 1 3 8 4 10 5 2

)
; (d) (2 6)(4 2 1 5)(3 2)(3 1 5) ;

(b)
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 2 10 1 7 4 5 9 8 6

)
; (e) (1 3)(3 2 1 4)(3 1 4)(2 1 4).

(c) (1 3 5 2)(2 4 1 7)(5 8) ;
2. Déterminer la signature des permutations suivantes :

(a) (1 2)(3 4)(5 6) ; (c) (1 5 3 2 4)−1 ; (e) (1 3)(2 6 7)−1(4 7 3 1 2) ;
(b) (1 5 3 2 4) ; (d) (1 3 2 4)37 (f) ((1 3)(2 6 7)(4 7 3 1 2))64.

3. Montrer que toute permutation de Sn peut s’écrire comme produit de transpositions de la
forme (1 i) avec i ∈ [[2, n]].

4. Soit (a1 . . . ak) ∈ Sn un cycle ; exprimer simplement σ(a1 . . . ak)σ
−1 pour σ ∈ Sn.

▶ Calculs de déterminants
5. Calculer les déterminants suivants, pour a, b, c ∈ K. :

∣∣∣∣∣∣
1 0 7
4 5 2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1
2 3 1 0
0 0 1 0
1 2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 7 1 1 2
−1 0 −1 −2 0 0
0 0 −3 3 −17 21
0 0 4 −1 −2 4
0 0 0 0 1 10
0 0 0 0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, et

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a+ b c+ a b+ c
ab ca bc

∣∣∣∣∣∣ .

6. Soient x, y, z ∈ R. Exprimer le déterminant suivant sous la forme d’un produit de trois sinus :∣∣∣∣∣∣
1 sin(x) cos(x)
1 sin(y) cos(y)
1 sin(z) cos(z)

∣∣∣∣∣∣ .
7. Calculer le déterminant suivant pour a, b, c ∈ K :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 . . . . . . 0
c a b 0 . . . 0

0 c
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . b 0
...

. . . c a b
0 . . . . . . 0 c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

8. Pour n ≥ 3, calculer le déterminant suivant :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 . . . n− 1

1 0 1
. . .

...

2 1 0
. . . 2

...
. . . . . . . . . 1

n− 1 . . . 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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9. Pour a, b, c ∈ K, on pose

D(a, b, c) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a c . . . c

b
. . . . . .

...
...

. . . . . . c
b . . . b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Démontrer que la fonction x 7→ D(a + x, b + x, c + x) est polynomiale de degré inférieur ou
égal à 1. En déduire la valeur de D(a, b, c).

10. Soient A,B,C ∈ Mn(K) et D ∈ GLn(K).
(a) Déterminer X,Y, Z, T ∈ Mn(K) tel que :(

A B
C D

)
=

(
In X
0 Y

)(
Z 0
T In

)
.

(b) En déduire que si CD = DC alors :∣∣∣∣A B
C D

∣∣∣∣ = det(AD −BC) .

11. Caculer le déterminant de la matrice
(((

n+i
j

)))
0≤i,j≤p

pour 0 ≤ p ≤ n.

12. On note An ∈ Mn(K) la matrice dont le coefficient en position (i, j) est

ai,j =


2 si i = j

−1 si |i− j| = 1

0 sinon

et on pose Dn = det (An).
(a) Écrire les matrices A3, A4 et A5.
(b) Déterminer une relation de récurrence vérifiée par la suite (Dn)n. En déduire Dn pour

tout n ∈ N∗.

▶ Applications du déterminant
13. On se place dans l’espace vectoriel E = C∞(R) et on considère l’application ∆ : f 7→ f ′′

ainsi que l’espace vectoriel F = Vect(sin, cos, ch, sh).
(a) Justifier que F est de dimension finie, puis déterminer dim(F ).
(b) Calculer det(∆). Que peut–on en déduire ?
(c) Résoudre sur F l’équation différentielle y′′ − y = 2 cos+7sh.

14. Soit E un K–e.v de dimension finie et soit B = (e1, . . . , en) une base de E. À quelle condition
sur les scalaires a, b ∈ K la famille définie par

∀i ∈ [[1, n]], ui = aei + ben+1−i

est–elle une base de E ?
15. Démontrer que deux matrices A,B ∈ Mn(R) semblables sur C sont semblables sur R.
16. Soit f ∈ L

(
R3

)
vérifiant f3 + f = 0.

(a) Montrer que R3 = Ker f ⊕ Im f .
On suppose désormais f non nul.
(b) Justifier l’existence d’un vecteur non nul ude Im f et montrer que f2(u) = −u.
(c) Démontrer que la famille (u, f(u)) est libre. Que peut-on en déduire sur rg f ?
(d) On suppose que rg f = 3 ; établir que f2 = −idR3 et que cela est absurde. Que peut-on

en conclure sur les dimensions de Im f et Ker f ?

(e) Montrer qu’il existe une base de R3 dans laquelle la matrice de f est

 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

.
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▶ Approfondissements
17. Déterminer le minimum et le maximum de l’application

f : Sn −→ N

σ 7→
n∑

k=1

kσ(k) .

18. Quelques propriétés du groupe alterné. On pose, pour n ≥ 2 :

An = ker(ε) = {σ ∈ Sn | ε(σ) = 1}.

(a) Déterminer les groupes A2 et A3.

(b) Démontrer que Card(An) =
n!

2
et que pour tout (η, σ) ∈ An ×Sn, σησ−1 ∈ An.

On suppose désormais n ≥ 3.

(c) Soient a1, . . . , an−2 et b1, . . . , bn−2 deux familles d’entiers deux à deux distincts de [[1, n]].
Démontrer qu’il existe une permutation σ ∈ An telle que :

∀i ∈ [[1, n− 2]], σ(ai) = bi .

(d) Soient (γ, δ), (γ′, δ′) ∈ Sn deux paires de permutations de supports disjoints ; démontrer
qu’il existe σ ∈ Akn telle que :

σγδσ−1 = γ′δ′ .

19. Soient A,B ∈ Mn(Z).
(a) Vérifier que det(A),det(B) ∈ Z.
(b) On suppose que det(A) ∧ det(B) = 1 ; démontrer qu’il existe U, V ∈ Mn(Z) telles que :

AU +BV = In .

20. Déterminant de Cauchy. Soient a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ C tels que pour tout i ∈ [[1, n]]
ai + bi ̸= 0. Démontrer que :∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

1
a1+b2

. . . 1
a1+bn

1
a2+b1

1
a2+b2

. . . 1
a2+bn

...
...

...
1

an+b1
1

an+b2
. . . 1

an+bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∏

j=1

∏
i<j

(aj − ai)(bj − bi)

n∏
i=1

n∏
j=1

(ai + bj)
.

Indication : on pourra s’intéresser à la décompositon en éléments simples de la fraction
rationnelle

R =

n−1∏
i=1

(bi −X)

n∏
i=1

(X + ai)

dans le cas où les ai sont deux à deux distincts.
21. Soit A ∈ An(R) ; démontrer que det(A) ≥ 0.
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